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1. Bevezetés

Talan nem talzas azt allitani, kevés olyan teriilet van a matematikai geodéziaban, amelyrdl olyan sok publika-
ci6 sziiletett, mint a koordinata transzformacid. Beszéljiink akar felmérési, akar geodéziai vagy tavérzékelési
feladatokrol, a koordinata transzformaciok mindennapos alkalmazast kapnak a gyakorlatban.

A koordinata transzformaciokat azonban tudni kell jol alkalmazni, ismerni kell a feladathoz éppen megfeleld
funkcionalis és sztochasztikus modellt. Amig a funkcionalis modell teriiletén tobb lehetdségiink van a valasztas-
ra, addig a sztochasztikus modell kivalasztdsakor mar problémakba iitkdziink. Egyes alkalmazasokban nem ren-
delkeziink megfeleld sztochasztikus informacioval a felhasznalt koordinatakrol. Ezekben az esetekben kiilonbo-
70 egyszerisitésekkel éliink. Tipikus példa erre a transzformacios paraméterek kiegyenlitéssel torténd szamitasa,
amelynek soran a koordinatakat egymastol fiiggetlennek és azonos pontossaguaknak tekintjiik, annak ellenére,
hogy tudjuk, ez valdjaban nem igaz. Hasonloan fiiggetlen sulyozast alkalmazunk példaul Gjra sulyozott iterativ
robusztus kiegyenlitéssel torténd szamolaskor is.

Tovabbi probléma a maradék ellentmondéasok kezelése, hiszen azokat gyakran a két rendszer illesztésének
pontossagi vizsgalatara hasznaljuk fel, de az ellentmondasokat az atszdmitand6 pontok esetén mar nem kezeljiik.
Jelen tanulmanyunkban ezen problémak gyakorlati szempontbol térténé megkozelitésével foglalkozunk, és az-
zal, hogyan lehet ezt korszeriien, szoftveresen is megoldani, kdzelebb hozva a korszerlibb matematikai geodéziai
ismereteket a felhasznalok mindennapi geomatikai feladataihoz.

2. A funkciondlis modell valasztasanak szempontjai

A koordinata transzformaciokat a kapcsolat tipusa és a helymeghatarozé adatok dimenzi6ja alapjan csoporto-
sitjuk. gy a kapcsolat tipusa alapjan beszéliink hasonlosagi, affin, projektiv, magasabb foki transzformaciokrol,
stb. A helymeghatarozas dimenzidja alapjan egy-, két- és haromdimenzios transzformaciokrdl beszéliink. Egyes
specialis alkalmazasokban szerepet jatszik az id0 is, igy valojaban szabatos értelemben nem szabad elfeledkez-
niink az id6érél sem, mint negyedik dimenziorol.

Analog térképek digitalis atalakitasakor sikbeli hasonlosagi €s affin transzformaciot alkalmazunk a rajzhordo-
zo0k méretvaltozasanak a modellezésére, de leggyakrabban affin transzformaciot. Szoftver megoldasoktol fiiggd-
en lehetdségiink van magasabb foku transzformaciot is figyelembe venni. Ha elméleti szempontokat vesziink
figyelembe, akkor magasabb foku transzformaciok koziil szogtartd transzformaciokat alkalmazzunk, amelyekre
fennallnak a Cauchy-Riemann feltételek. Sajnos ezeket a szempontokat a szoftverfejlesztok gyakran nem veszik,
vagy egyaltalan nem veszik figyelembe. Az eredeti analog térkép geometriai elemei kozott fennallé geometriai
feltételek megtartasa érdekében nem hagyhatjuk figyelmen kiviil a kolinearitast sem, azaz az egy egyenesen 1évo
pontok a transzformacioé eredményeként is egy egyenesre kell, hogy illeszkedjenek. Nyilvanvalo, hogy ezeknek a
feltételeknek a magasabb foku szogtartdé vagy nem szogtartd transzformaciok nem felelnek meg, ezért ennek a
feltételnek a figyelembevételére affin transzformaciot célszerti alkalmazni.

Térbeli transzformaciokat vetiileti rendszereink kozotti atszamitaskor, kiilonb6zé vonatkoztatdsi rendszerek
vizsgalatakor, fotogrammetridban, valamint specidlis mérndkgeodéziai feladatok soran alkalmazunk. A térbeli
transzformaciok koziil elsGsorban a térbeli egybevagdsagi és a hasonlosagi transzformaciot alkalmazzuk.

Egybevagosagi transzformaciot alkalmazunk egyes esetekben datum transzformaciokra, mérnoki létesitmé-
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nyek torzuldsainak a kimutatasara, valamint tervezett és megvalosult allapotok Osszehasonlitisara. Térbeli ha-
sonlosagi transzformaciot alkalmazunk kiilonb6z6 datumparaméterti vetiileti rendszerek kozotti atszamitas soran,
vagy kiilonbozé datumu vonatkoztatasi rendszerek kozotti vizsgalatra. A fotogrammetriaban elsésorban a fiig-
getlen modellekkel torténd kiegyenlités alkalmaz térbeli hasonlosagi transzformaciot.

A kilonbozo vetiileti rendszerek kozotti atszamitasra lehet alkalmazni sikbeli transzformaciokat is, azonban
ilyenkor tudni kell, hogy a paraméterek és a maradék ellentmondasok magukban hordozzak az adott teriiletre
jellemzo vetiileti torzulasokat is. Ez kiilondsen zavard, ha két olyan vetiileti rendszer k6zott végziink atszamitast,
ahol a torzulasi jellemzok helytdl és iranytol valo fliggésége eltérd. Ilyen fordulhat elé példaul hengervetiilet és
sztereografikus vetiilet kozotti atszamitaskor. Ez a probléma csokkenti a sikbeli transzformacio teriileti kiter-
jeszthetdségének a nagysagat. Ennek ellenére a gyakorlatban sokszor alkalmazzak, és mint latjuk, sajnos nem
megfelelden. A helyes megoldas az, ha a vetiileti koordinatakbdl térbeli koordinatakat szamolunk, és a transz-
formacids paraméterek meghatarozasat térbeli koordinatak alapjan végezziik. Az alkalmazott funkcionalis mo-
dell a leggyakrabban itt is a térbeli hasonldsagi transzformacio, de gyakran alkalmaznak térbeli affin vagy maga-
sabb foku transzformaciokat is. Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy magasabb foku, szogtart6 térbeli transz-
formacié nem létezik, mert a Cauchy-Riemann feltételek nem elégithet6k ki egyidejlileg a koordinataharmasok-

ra.

3. Az ellentmondasok problémaja és kezelése

A transzformacios paramétercket azonos pontok alapjan kiegyenlitéssel szamoljuk. Részben a valasztott funk-
cionalis modell hibaja, részben a koordinatdk, mint sztochasztikus valtozok kdvetkeztében az azonos pontok cél-
koordinatarendszerbe transzformalt koordinatai nem egyeznek meg az adott cél-koordinatarendszerbeli koordi-
natakkal, azaz ellentmondasok 1épnek fel. Szintén ellentmondasokat kapunk sztochasztikus valtozonak tekintett
paraméterekre vonatkozoan is. Ilyen fordul el tipikusan a fotogrammetriaban a kiilsé tajékozasi elemek megha-
tarozasanal, ahol a vetitési kozéppont koordinatait kinematikus GPS mérésekbdl eldzetesen le lehet vezetni, vagy
a mérndkgeodéziaban, ahol a ddlésérzékeldk altal szolgaltatott értékek a forgatasi szogek eldzetes, sztochaszti-
kus valtozonak tekintett értékei a kiegyenlités végrehajtasa soran.

Az ellentmondésok kezelését kiegyenlitéssel biztositjuk, altalaban a legkisebb négyzetek mddszerét alkalmaz-
va. Gyakran javasolnak robusztus kiegyenlitési modszereket a paraméterek meghatarozasara, ez azonban a gya-
korlatban tovabbra is nehezen terjed, elsdsorban azért, mert ez a teriilet olyan elméleti ismereteket kivanna meg a
gyakorlati szakemberektdl, amelyekre jelenleg tapasztalataink alapjan nincsenek felkésziilve.

Az atszamitandd pontokra vonatkozdan az ellentmondasokat altalaban nem kezeljiik. Ennek egyik oka, hogy
az ellentmondasok értékei nem Iépik tul a feladat altal megkdvetelt pontossagi kovetelményeket. Ha példaul egy
kataszteri térkép digitalizalasara gondolunk, akkor figyelembe véve a kiils6 és belsé koézéphibakat, az érkeresz-
teknél mutatkozo ellentmondasok kozéphibaja eléri a 0.2 mm-t (Busics Gy., Engler P., Gyenes R., 2000), amely
Osszhangban van a digitalizalando részletpontok digitalizalasi kozéphibajaval.

GPS mérésekbdl kapott koordinatak eltéré datumba torténd transzformacidjakor azonban az ellentmondasok
elérhetik azt az értéket, amelyeket az atszamitandd pontokra mar figyelembe kell venniink. Magyarorszagon
tipikusan ezzel szembesiiliink, amikor EUREF koordinatakat transzformalunk az EOV vonatkoztatasi rendszeré-
be. Ha egy adott felmérési feladat esetén a foldi méréseket csak transzformalt EUREF koordinatakra alapozva
végeznénk, akkor ez a hiba figyelmen kiviil hagyhato lenne, mert relativ értéke kilométerenként néhany millimé-
ter. Ha azonban a foldi méréseket mind EUREF koordinatakboél transzformalt koordinatakra, mind eredeti HD 72
koordinatakra tamaszkodva végezziik, kiilonosképpen azokra, amelyeket nem vontak be a transzformacios para-
méterek szamitasaba, akkor mar ez a hiba nem méretarany jellegli szabalyos hibat okoz. Ez pedig a foldi méré-
sek feldolgozasanal és elemzésénél nehézséget okozhat. Felmeriil tehat a maradék ellentmondasok interpolacio-
janak a kérdése.
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A matematikai és a matematikai geodéziai szakirodalomban kiilonb6z6 interpolaciéos modszerekkel talalkoz-
hatunk. Az interpolaciés modszerek alapvetden két nagy csoportra oszthatok. Ezek a nem statisztikai alapt in-
terpolacios modszerek, valamint a statisztikai alap(i interpolacios modszerek.

A nem statisztikai alapt interpolaciés modszerek kdzé sorolhatd a ,,TIN modell alapt” interpolacio, amikor az
atszamitando6 ponthoz valamilyen szempont szerint harom azonos pontot rendeliink, és a k6zos pontoknal mutat-
kozd ellentmondasok alapjan kiegyenlitd sik felhasznalasaval végezziik el az interpolaciot (Gyenes R., Kulcsar
A., 2004). Hasonlo elven alkalmazhat6 a Delaunay-féle haromszogelés is (Kadar 1., Papp E., 1999). Ezek a mdd-
szerek tulajdonképpen térbeli linedris interpolacidknak foghatok fel, azonban a k6zds pontok valasztasanak
szempontjai alapjan nem egyértelmiiek. Nem statisztikai alapt interpolacio a spline fliggvények alapjan torténd
interpolacid. Kétvaltozos spline fliggvények koziil itt elsésorban masod- és harmadfoku spline fiiggvények jo-
hetnek szoba. Mind a haromszog-modell alapli, mind a spline interpolaciés modszereknek az elénye, hogy a
koz6s pontoknal az ellentmondasokat ellentmondés-mentesen lehet meghatarozni.

A statisztikai alapu interpolacios modszerek koziil elsdsorban a kollokaciot (specialis esete a legkisebb négy-
zetek elvén alapuld interpolacio), valamint a krigelést (Steiner F., 1990) emlithetjiik meg. A krigelést elsGsorban
a geostatisztikdban alkalmazzak. A legkisebb négyzetek mddszere szerinti interpolacio és a krigelés alapelveiben
azonos, a kiilonbség az interpolalt értékek sulyainak szamitasaban van. A krigelés esetén ugyanis a sulyok azzal
a kényszerrel vannak meghatarozva, hogy 0sszegiik egy legyen, masképpen fogalmazva normalizalt sulyokkal
dolgozunk. A statisztikai alapu interpolaciok hatranya, hogy az atszamitando6 és az azonos pontok ellentmonda-
sainak kapcsolatat kifejez6 kovarianciamatrix nem egyértelmii. A kovarianciamatrix elemei ugyanis egy valasz-
tott kovarianciafiiggvényt6l fiiggnek, amelyek valamilyen formaban a pontok kozotti tavolsaggal forditottan
aranyosak. A geodézidban elsGsorban, ha alkalmazasra keriil, akkor a legkisebb négyzetek elvén alapuld interpo-
laciét alkalmazzak. Statisztikai szempontbol azonban a krigelés is minimalis szordsu becslést ad az interpolalt
értékekre, igy elméleti szempontbdl sem szakadunk tavol a legkisebb négyzetek modszerétdl. Ezaltal tehat bizto-
sitjuk, hogy mind a transzformacios paraméterek, mind az interpolalt ellentmondasok azonos elv alapjan vannak
meghatarozva. Szintén statisztikai alapt interpolaciorol beszéliink, amikor az interpolalandé értékeket kétvalto-
z0s fiiggvények paramétereinek felhasznalasaval hatarozzuk meg. Ennek a modszernek a hatranya, hogy a két-
valtozos fliggvények paraméterei szintén kiegyenlitésbdl szarmaznak, igy az adott pontoknal az ellentmondéso-

kat nem lehet ellentmondasmentesen meghatarozni.

4. Alkalmazéasfejlesztés

Korébbi tanulmanyainkban (Gyenes R., Kulcsar A., 2003a, 2003b, 2004, 2006) tdbbszér beszamoltunk arrol,
hogy karunkon évek 6ta olyan szoftver fejlesztésén dolgozunk, amely mind gyakorlati, mind kutatasi és oktatasi
célokra egyarant alkalmazhatd. A szoftver a GeoCalc nevet kapta, amelynek egyik modulja a koordinata transz-
formaciokkal kapcsolatos feladatok végrehajtasat tdmogatja a fentebb leirt elméleti és gyakorlati szempontok
figyelembevételével. Egyes specialis fejlesztések kizarolag a felhasznalok kérésére késziiltek. Ilyen alkalmazas
lett példaul a hatarfelméréseknél és a vonalas l1étesitményeknél jelentkez6 tomeges transzformalasi feladatokkal
kapcsolatos probléma hatékony megoldasa, vagy a felhasznald altal definialt paraméterek szamitasa. A szamita-
sok bemend ¢és kimend adatairol, a paraméterek pontossagi mérdszamair6l, valamint az ellentmondasokrdl teljes
kort, allami atvételre is alkalmas dokumentacio készithetd.

A koordinata transzformacioé modul altal nytjtott lehetéségeket az 1. dbra mutatja. A modul felépitése a kovet-
kezd:

—  Transzformacios paraméterek
—  Atszamitas
— Beallitasok
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1. abra. A transzformacié modul

A Transzformacios paraméterek meniiben lehet elvégezni a paraméterek k6zos pontok alapjan térténéd szamita-
sat. A forras és a cél vonatkoztatasi vagy vetiileti rendszerek kivéalasztasa utan lehet beolvasni a megfelel6 koor-

dinata allomanyokat (2. abra). Jelenleg a kovetkezd vonatkoztatasi vagy vetiileti rendszerek kozotti atszamitasok

végezhetok el:
- EOV,

- Gauss-Kriiger vetiilet,

- Erint8 hengervetiiletek (HER, HKR, HDR),

- Sztereografikus vetiilet,
- UTM,

- Vetiilet nélkiili rendszer,

- WGS 84 kiilonb6z6 koordinata formatumokban.
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2. abra. Transzformacids paraméterek szamitasa

A kozos pontok neve vagy pontszama alapjan automatikus pontparositas végezhet6 el. Kiilonleges opcid a kere-
sOsugar alapjan torténd transzformacio (3. abra), amellyel lehetségiink van az atszamitando pontok beolvasasat
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kovetéen megadni, hogy egy tetszéleges atszdmitandd ponthoz mekkora sugari kornyezetben valasszon ki a
program azonos pontokat. Ezaltal a szamitasi id6 példaul vonalas létesitmények GPS-vel torténd felmérésekor,
vagy hatarfelméréskor, jelentésen lerdvidiil, mert nem sziikséges egyedi paraméterkészletet szamitani egyes
pontokra vagy pontcsoportokra vonatkozoan. A szoftver igy Osszesen annyi transzformacios paraméterkészletet
szdmol, amennyi az atszdmitandd pontok szama. Ezek kiilon elmenthetdk egy paraméter dllomanyba, igy késébb

ismételten felhasznalhatok.

A transzformacios paraméterek szamitasarol teljes korti dokumentécio készithetd, amely tartalmazza a kovetkezo

adatokat:

3. abra. Transzformacid és atszamitas keresésugar alkalmazasaval

- aforras- és a célrendszerbeli koordinatakat,

- transzformacios paramétereket €s kozéphibaikat,

- illeszkedés kdzéphiba szamitasat,

- statisztikai kimutatasokat a maximalis ellentmondasok értékeirdl,

ponenseket.

WGS 84 —--» EOV

Transzformicié ellipszoid feletti magassagokkal

I. melléklet. A transzformacios paraméterek szamitasi dokumentacidja

maradék ellentmondasok dokumentéciojat, feltiintetve mind a geocentrikus, mind a topocentrikus kom-

Rizés poncck széua = €
Kiinduls koordindndl (WGS 84 (XY2) —» EOV)
. o e = Maximilis jawitisok kimutatisa
Pontszam ¥ x x T
1 4106820.2370 1377196.3030 4666265, 1520 el s L
1 611474.2800 2199133500 150. 8900 i Aol
2 41115989950 1383900.8150 4659740.3630 €
2 616177.9300  210Z6%.5400 159. 4200 0.0213 0.0158 -0.0461
3 41173588320 1370888.3120 465883Z.3950
a 602129.6700  209051.3500 1331300 Pontszim Pontszim Pontszim
vE w v
4 4110020.3730 1384712.0140 4661277.1630
1 617590.4700 2124314500 190 6500 3 3
0.0z08 -0.035¢ -0.0z88
H 4110268.8460 1368885.3000 4665688 4500
s 602554.1700  219104.5700 182. 1800
Xozos pontok és a javitisok
6 4117743.4750 1376188.1180 4661362.4260 e
6 608617.7600  212708.8100 157. 4700
Pontszam x T z x vr v
Pontszam x ke z vE N vh
és
1 4106820.2370 1377136.3030 46€6265.1520 -0.0183  0.0188 -0.0045
1 41067588973 1377204.3032 46€62€3.1607 0.0208  0.0060 -0.0117
sSzéndtott paramétersk széma = 7
z 4111998.5990 13839008150 4653740.3630 -0.0111 -0.0003  0.0290
Szénmitott paraméterek : Eltolds X, Eltolas ¥, Eltolds 2, Forgatds X, Forgatés ¥, Forgatds Z, Mérstardny z 4111937.6468 1383959.3833 4653744.5192  0.0027  0.0277  0.0140
Eltolas X = -5.5007 [m] 110082 [al 3 41173588320 13708883120 4658032.3950 -0.0073 -0.0120  0.012Z
T = 100.0448 [m] 8.7844  [n] 3 41172974577 13709569853 4658036 4554 -0.0091 00161  0.0017
ES 104160  (m]
X = 0.27338 1] 4 4110020.3790 L1384712.0140 4661277.1630  0.0080 -0.0016  0.001%
== 0.42123 ("] 4 4103959.0582 1384780. 5645 d€61281.2724 -0.0044 -0.0080  0.0084
HO 02644l ("]
= 115 luw/kal 5 4110268.8460 1368889.3000 4665688.4300 0.0213 -0.0001  0.008L
5 4110207.5291 1368957.9580 A4665692.4881 -D.0068 -0.0093  0.0196
Illeszkedés kizérhibdia = 0.0206 [u] 5 4112743.4750 1376159.1180 4661362.4260 D0.0065 -0.0011 -0.0461
Tlleszkedés vizszintes kézéphibdja = 0.0117 [u] 6 41126821351 1376227.7412 4661366.4545 -0.0031 -0.0356 -0.0299

Illeszhedés magassigi kézéphibdia = 0.0123 [m)
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Lehetdség van kétdimenzids transzformacio végrehajtasara is a térbeli transzformacio algoritmusanak felhaszna-
lasaval, amelynek soran a magassagok (geoidra vonatkozo és az ellipszoid feletti magassagok) a szamitasok
soran figyelmen kiviil hagyhatok, igy azok hibajanak a hatdsa a vizszintes komponensekre vonatkozéan nem
jelentkezik.

Az Atszamitas menii tartalmazza az atszdmitandd pontok atszamitasaval kapcsolatos opcidkat. Akar egyetlen,
akar a keres6sugar alkalmazasaval szamitott transzformacios paraméterek felhasznalasaval elvégezheto a transz-
formalt koordinatak szamitasa. Els6sorban karunkon a vetiilettan tantargyban tanultak gyakorlati elsajatitasara
szolgal a koordinata modszernek az alkalmazasa vetiileti és ellipszoidi f6ldrajzi koordinatdk kozotti szamitas

végrehajtasara. Az atszamitasrol szintén teljes korti dokumentacio készithetd, valamint a transzformalt koordina-
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4. 4bra. Atszamitas

A Beéllitdsok meniiben van lehet6ség egyéb, a transzformacids paraméterek szamitasaval és az interpolacioval
kapcsolatos beallitasok végrehajtasara. Ezek a beallitasok elmenthetdk, igy a szoftver késébbi jrainditasa soran
nem sziikséges a beallitasokat ismételten elvégezni.
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A Paraméter allomany panelon lehet6ség van kordbban szamitott transzformacios paraméterek betdltésére,
szerkesztésére, valamint mas szoftver altal szamitott, esetleg atvett paraméterek kézi bevitelére és elmentésére.

A Szadmitand6 paraméterek panelen lehet beallitani, hogy mely transzformacids paraméterek szamitisara
keriiljon sor. Megemlitjiik, hogy a szoftverrel lehetdség adodik kiegyenlitd sik paramétereinek a szamitdsara is
egyetlen eltolas, és két forgatdsi paraméter szamitdsanak megadasaval. Ez az egyedi megoldas szintén lehetdvé

Az Interpol&cid a 3. fejezetben targyalt ellentmondésok kezelését teszi lehetévé. Ezen opcid aktivalasival az
atszamitando6 pontokra vonatkozoan megtorténik a maradék ellentmondasok interpolacidja. Jelenleg két alapvetd
interpolacios modszert tartalmaz a program. Ezek a krigelés és a haromszdg modell. A krigelés esetén a krige-
matrix kovarianciainak a szdmitasara az alabbi, t tavolsagtol fiiggd kovarianciafiiggvények koziil valaszthatunk:

1

1+t
- exp(-t)

- sinc (t)

Az interpolacioval torténd atszamitasrol szintén teljes dokumentacid késziil, kiilon feltiintetve az interpolalt
ellentmondasok értékeit (II. melléklet).

1. melléklet. Az atszamitas és az interpolacid szamitasi dokumentacioja

Pontszam X k4 Z
h 4 X u
A 411223805010 13716E57.5480 48&Z148.7Z00
604155, 2433 E13879.0603 177.0824
E 4111278_6910 13801864 A070 4661466 5470
£lZ902._4406 Z1Z831.0631 le0. 0606
Interpolacid szamitdsa c=1Ff (1 +t )
Pontszam X bt d w2
ES 0.0os0 -0.0031 -0.00385
E -0.001& 0.0010 -0.0078

5. Osszefoglalas

Dolgozatunkban bemutattuk a koordinata transzformaciok geomatikai alkalmazasanak lehetdségeit, roviden
ismertettiik a funkcionalis és a sztochasztikus modellek megvalasztdsanak szempontjait. Elsésorban GNSS alapt
alappont-meghatarozasok soran sziikséges lehet az ellentmondasok kezelése, ezért ismertettiik a kiillonb6z6 szo-
ba johet6 interpolacios modszereket, és néhany kapcsoldodo elméleti szempontot. Tekintettel arra, hogy a magas
szintli matematikai hattér és a megfelelobb matematikai modellek csak megfelelé szoftver felhasznalasaval vihe-
tok kozelebb a gyakorlati szakemberek szamara, ezért mind elméleti, mind gyakorlati szempontokat
figyelembevéve olyan szoftvercsomagot fejlesztettiink, amelynek felhasznalasaval egyszerlien és gyorsan elvé-
gezhet6k a koordinata transzformacioval kapcsolatos mindennapi feladatok.
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