DURVA HIBASZURES A FOTOGRAMMETRIAI TERBELI HATRAMETSZES KIEGYENLITESEKOR

r r *
Jancso Tamas

Bevezetés

A fotogrammetriai térbeli hatrametszés megoldasa tobb szempontbol is fontos probléma. Ha
ezt a feladatot egy sztreoképpar esetében megoldjuk, akkor lehetdségiink nyilik a térbeli
kiértékelésre, DTM (digitalis terepmodell) eldallitasara.

Fotogrammetridban a térbeli hatrametszés feladata mds szavakkal azt jelenti, hogy

meghatdrozzuk a mérdképhez tartozo kiilsé tajékozasi elemeket. Ehhez altalaban a kollinear
egyenletekbdl indulnak ki:

rll(X_X0)+V21(Y_Y0)+V31(Z_Z )

= 0
kr13(X—X0)+r23(X—XO)+r33(X—X0) 1)
y=—c rlz(X_X0)+r22(Y_Y0)+r32(Z_Zo)
‘ r13(X—X0)+r23(X—X0)+r33(X—XO)
Jelolések:

x, y : a képfopontra redukalt képkoordinatak
X,Y,Z : terepi koordinatak

X,,Y,,Z,: vetitési centrum koordinatai

r, © irany koszinusz, ahol minden 7, = f (gp,a),x)

¢, : kamera allando (fokusztavolsag)

Ebben az egyenletben kiilsé tdjékozéasi elemek a X,.Y,,Z,,p,0,x, melyekre, mint

ismeretlenekre nézve, az (1) egyenlet nem linedris.
Ekkor a megoldas jol ismert, szokasos menete a kdvetkezd:
1. Ismeretlenek kozelito értékeinek megadasa
2. Kollineér egyenletek sorba fejtése Taylor-polinom szerint
3. Egyenletrendszer felirdsa minden mért illeszté pont bevonasaval
4. A felirt egyenletrendszer megoldasa kiegyenlitéssel iterativ titon
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Ezzel a megoldassal kapcsolatban két probléma meriil fel:
e Nem mindig adhaté meg az ismeretlenek eldzetes értéke olyan pontosan, hogy az
iterativ folyamat konvergaljon
e A durva hibaval terhelt mérések vagy terepi koordinidtdk nem szlirheték ki
hatékonyan, mivel a kiegyenlités a legkisebb négyzetek modszere szerint torténik, ami
bizonyitottan elkeni és a hibamentes pontokra is szétosztja a hibat . Még a robosztus
becsldk sem alkalmazhatok minden esetben hatékonyan[6].

Jelen cikkben egy alternativ megoldast irok le, mely szerint a fenti két probléma mar nem
jelentkezik.

Direkt megoldas

Egy korabbi cikkemben [4] mar foglalkoztam a fotogrammetriai hatrametszés direkt
megoldasaval. A kiils6 tajékozasi elemek meghatarozasat nem sziikséges egy 1épésben, egy
egyenletbol kiindulva megoldani. Célszeri el0szor meghatarozni a vetitési centrum

koordinatait (X,,Y,,Z,), majd azutan direkt képletek segitségével a ¢,w,x forgatasi
szogeket.

A megoldasnal a hatrametszés geometriai elrendezésébdl, a 1étrejove tetraéder alakzatra
felirhat6 0sszefliggésekbdl indultam ki (1. abra):

1. dbra

A vetitési centrum koordinatdinak kozvetlen kiszdmitadsa helyett szamitsuk ki a tetraéder
oldaléleit és csak ezutan vezessiik be a a centrum koordinatait, mint ismeretleneket.



A rajz szerint kézenfekvéen adodik, hogy mindegyik oldalalkotdé haromszogére felirjuk a
koszinusztételt:

d*=a’ +(a-n)’ —2a’ncosa
e’ =(a-n)* +(a-m)* —2a’nmcos f (2)

fP=(a-m)*+a’ —2a’mcosy

Az igy létrejott egyenletrendszert elegendé megoldanunk ” -re. Ennek kiszamitasahoz ezt az
egyenletrendszert at tudjuk alakitani egy negyedfoku egyenletté. A negyedfoki egyenlet
megoldasara 4 értéket kapunk, melyek koziil csak a pozitiv értékeket tekintjiik valodi
megoldasnak, hasonlé megallapitas "a","b","c" €s "m" ismeretlenekre is érvényes. Visszatérve
az (2) egyenletekhez "a" kifejezhetd az elsé egyenletbdl :

. =+J d 3)

1+n® —2ncosa

Ezek utan a tetraéder "b" és "c" oldaléle mar egyszeriien kifejezhetd :

_ B e —f+a’-b’ (4)
2(acosy —bcos )

Tehat meghataroztuk a tetraéder oldaléleinek hosszat, melyre legfeljebb négy kiilonallo
megoldas-csoportot kaphatunk. Most mar bevezethetjiik a vetitési centrum koordinatait, mint

ismeretleneket. Ehhez irjuk fel az oldalélekre a koordindtageometriabol jol ismert

tavolsagképleteket:

a’ =(X, _XA)2 +(YP _YA)2 +(ZP _ZA)2
b2:(XP_XB)2+(YP_YB)2+(ZP_ZB)2 (5)
c? =(Xp _Xc)2 +(¥p _YC)2 +(Zp _ZC)2



Ez az egyenletrendszer is masodfoku Xp,Yp és Zp ismeretlenckre, de

kozvetleniil megoldhatd. A megoldashoz vezessiik be a kdvetkezd jeldléseket:

(=X +Y[+Z5 5 oy =Xp+Y, +Zy ey =X +YI+ 22,
c,=b"—a’+c,—c, ;cs=c’—a’+c, —cy;
h=2X, = Xp) s, =20, =Y) st = 2L, — Zy);

1, =2X, = Xo) st =2Y, =Yo) st =2Z, - Z¢);
ky = (cst, —tse,) (e, —tst)) 5 ky = (tgt, —t5t) [(t,t, —t5t));
by = (csty —tye) (st —1,ty) sky = (st —1,8) /(s = 141,) 5

u, =1+k; +k;;

v, =20k, X ,+k,Y, ~kk,~kk,~Z,);w, =c,—a’ +kl +ki -2k, X , +k,Y,);
u, =1+k; +k;;

v, =2k, Xy +k,Y, —kk, —ksk, —Zy);w, =c, —b* +kl + k3 =2(k, X, +kY,);
u, =1+k; +k;;

v, =2k, X+ kY. —kky, —kk,—Z.)w, =c,—c* + k! +ki =2(k, X +kY,).

Ekkor a megoldas :
7 -V, iﬁvi —4du,w, v, iﬁvf —4du,w, -—v, =* vf —4u w, 7 0
i 2u, 2u, 2u, g
X, =k —-k,Z,
Y, =k, -k, Z,

€z mar

(6)

(7

Osszességében a megoldassal kapcsolatban a kovetkezoket allapithatjuk meg a vetitési
centrum helyét illetéen:

Harom illeszt pont esetén a lehetséges megoldasok szdma altalanos esetben tobb, mint
egy, de legfeljebb csak nyolc lehet geometriai értelemben, ellentétben Merrit altal irtakkal
[5]. Fotogrammetriai szempontbol a tetraéder alatti teriilet nem értelmezhetd megoldéasnak.
(Valgjaban ez el6fordulhat, mert tiikkrozéssel minden valés megoldasnak van parja, de a
tetraéder alatti tertiletet teljesen kizarhatjuk a megoldastérbdl.)
Az egyértelmli megoldashoz legaldbb 4 illesztd pontra van sziikség, harom nem elég,
legalabbis csak a legritkabb esetben fordul eld, hogy harom illeszt6 pont alapjan csak egy
megoldas adodik.

Folytatva a tajékozasi elemek meghatdrozasat ¢,m,x szogelemek  kiszdmitasa
legegyszeriibben a jol ismert [3] algoritmus szerint torténhet.

Ezzel megallapithatjuk, hogy a hatrametszés feladatit megoldottuk anélkiil,
kezddértékeket kellett volna megadni.

hogy



Kiegyenlités és durva hibasziirés

Ezek utan nézziik meg hogyan alakithatd 4t e modszer abban az esetben, ha a rendelkezésre
allo illeszté pontok szama haromnal tobb, vagyis az ismeretlenck meghatarozasa
kiegyenlitéssel torténik.

A vetitési kozéppontok kiegyenlitett helyzetének meghatarozasanal célunk az is, hogy
kiejtsiik a kis- €s kozepes durva hibaval terhelt illesztd pontokat, ill. a hozzajuk tartozo
képkoordinata méréseket.

A kiegyenlitési és durvahiba sziirési algoritmus

1. Adott n db terepi illeszté pont, ezekbdl minden kombinacioban hdrmas csoportokat
hozunk létre és megoldjuk a fent leirtak szerint fotogrammetriai hatrametszés feladatat
[4]. Minden harmas csoportnal dltaldnos esetben a vetitési kozéppont koordinataira egynél
tobb megoldast fogunk kapni.

2. Minden megoldascsoportbdl kivalasztjuk a kozos megoldasokat, vagyis azokat,
melyek szerint a megoldasok kozotti eltérések, melyeket javitdsnak tekintiink,
négyzetosszege minimalis.

Példaul, ha 4 db illeszté pontunk van, akkor az 1. és 2. Pontok szerint eljarva 4 vetitési

koézéppontot kapunk, melyek csak kis mértékben térnek el egymastol.

A vetitési kozéppont kiegyenlitett helyzetének meghatdrozasdhoz hasznaljuk a Jacobi-féle
kozépértékképzést, mely bizonyitottan azonos eredményt szolgéltat a legkisebb négyzetek
modszerével [2]. Ehhez a kozépértékképzéshez sziikségiink van a megolddsokhoz tartozo
sulymatrixokra, melyeket a kovetkezé mdédunk hozhatunk Iétre:

3. A hibaterjedés torvénye szerint minden megoldashoz kiszamitjuk a kovariancia
matrixot:
_ T

M, =F'MF (8)

M. : az illeszté pontok geodéziai méréssel torténé meghatarozasanal figyelembe vett
kovariancia matrix.

Az F'matrixot empirikus uton, dx,,dy, i = {l,2,3}elemi differencidk segitségével kaphatjuk
meg. Az elemi novekményt egyenként hozzdadjuk mindegyik képkoordinatdhoz és ujra
elvégezziink a hatrametszést az 1. és 2. pontok szerint. A kapott megolddsokat kivonva az
eredeti megoldasokbol, megkapjuk az F matrix egyes elemeit.

Tehat F'egy 3x6-os méretli differencia hanyados matrix lesz, mely jol kozeliti a parcialis
derivaltakat tartalmaz6 matrixot:

Ay ANy My Ay Ay A
Axp, Ay Ax, Ay, Axy Ay
FT— Ay Ay A A A A
o, Oy Ox, 0Oy, Ox; Oy,
A, N, AN A AL A
Ax, Ay, Ax, Ay, Axy Ay,

)




ahol f, f,,f, a vetitési kozéppont koordinatainak kiszamitashoz sziikséges algoritmus [4]
szerint értelmezett fliggvényeket jeloli, mely zart alakban nem irhato fel.

Példank szerint 4 db M, kovariancia matrixot kapunk, melyek meérete 3x3. Ezek alapjan a

P stulymatrix a kovetkezéképpen fejezheto ki:

P=0"=c*(m,)" (10)
ahol cegy aranyossagi tényezo, jelen esetben értéke legyen 1/1000.

4. Kiegyenlités

Az elmondottak szerint a megoldashoz alkalmazzuk a Jacobi-féle kozépértékképzést, mely a
legkisebb négyzetek modszerével azonos eredményt szolgaltat [2]:

1. P=c*M7'

z yi?
hatrametszés sorszamat jeloli.

ahol a példank szerint i=12,3,4 a minden kombinaciéban elvégzett

2. Ekkor a tisztatag vektorokat minden i -ik hatrametszéshez kiilon-kiilon képezziik:
L=|Y, (11)

3. A kiegyenlitett koordinatakat a sulyozott kozépérték szolgaltatja:

x=r) xX(pL) (12)
X = Qxx XZ(PiLi)

4. A javitasvektort szamitasa:

1%

V,=X-L,ahol V, =|v, (13)
v

Zi

5. Ezutdn mar kiszdmithatd a sulyegység kozéphibdja és az ismeretlenekhez tartozo
koézéphibak:

>wrey, (14)
m, =.|—/—
0 3n-3

,ahol n a kiegyenlitésbe bevont illesztd pontok szamat jeloli



my :mo'\/ch}l
my =my gl (15)
my =m0-\/g

A durva hibasziirés elvégzésének 1épései:

A kiegyenlités végén megkapjuk a kiegyenlitett ismeretlenek m, ,m,,m, kozéphibait az m,

és a O  matrix segitségével. Ezeket a kozéphibdkat a kiegyenlités el6tt becsiilni is tudjuk:

_ \/Z(Mi;l x P
m, = |[~“—=——
ZRI,I
M 22w P22
o (B
_ Xl <)
my; = ZP3,3

Jelolések:
M ;’1 caz i-ik M y matrix 1,1 atlos eleme

P"':az i-ik P stlymatrix 1,1 atlos eleme

A hatrametszést akkor nem terheli durva hiba, ha kiegyenlités utan kapott ismeretlenek
kozéphibai kisebbek a becsiilt értéknél. Ha a kiegyenlitéskor kapott k6zéphibdk nagyobbak a
becsiilt kozéphibaknal, akkor a kdvetkezdk szerint jarunk el:

Allitsuk fel a nullhipotézist két szoras dsszehasonlitaséra: H, : o, =3.30, 17)

A p=0.95% valosziniiségi szinten a szabadsagi fok 3, igy F| ;55 =9.28 statisztika adodik

[1]. Ezt a statisztikai értéket tekintsiik teoretikus értéknek és jeloljik F)-vel. Ugyanakkor az
F értékét a kovetkezd képletek alapjan koordinatanként szdmithatjuk:

2
m 1
F'SZX = N)Z( ’ 2
my 3.3
2
m 1
F =r. 18
om, 3.37 (49
_mé 1

~2 2
SZZ m, 3.3



Tehat a hatrametszést akkor nem terheli durva hiba, ha egylittesen igazak a kovetkezd
feltételek:

F. <F,
<F, (19)
<F

N t

Ellenkezd esetben, a nullhipotézist el kell vetniink és a hatrametszést durva hibaval terheltnek
kell tekinteniink.

Ha durva hiba terheli a hatrametszést, akkor a durva hibat tartalmazé pont kizérasos alapon
kivalaszthato. Ehhez a kovetkezoképpen jarunk el:

ndb illeszté pont esetén kiegyenlitéssel ugy tudjuk megoldani a feladatot, hogy minden
kombinéacioban négyes pontcsoportokat hozunk létre és minden megoldasrol eldontjiik, hogy

n |
durva hibaval terhelt-e. Tehat a teljes kombinaciok szama [4} =(L4)|4', vagyis ennyi
n—4)-4!

alkalommal kell elvégezni 4 illesztd pont alapjan a hatrametszést.

Példakant legyen az illeszt6 pontok szdma 5. Ekkor a kovetkezd négyes csoportok hozhatok
létre:

1,234} {1,235} {1,245} {13.4,5} {2,3.4.5}

Tételezziik fel, hogy az 1-es szdmu illeszté pont durva hibaval terhelt. Ekkor az ot
hatrametszés csoport koziil négy hibéas lesz, mivel azokban szerepel az 1-es szamu pont.

Viszont a {2,3,4,5}k0mbinécié durva hibatol mentes megoldast fog szolgaltatni. igy tehat

egyértelmiien eldonthetd, hogy az l-es pont tartalmazza a durva hibat. A kivalasztasi
algoritmus meggyorsithatd azzal, hogy a négyes csoportokon beliil elvégzett hatrametszések
kiszamitasat nem ismételjiilk meg, ha a felhasznalt pontok egy masik négyes csoportban is
szerepelnek.

A durva hibaval terhelt pont kisziirése utan, mar megismételhetjiik a kiegyenlités folyamatat,
akar az itt ismertetett modon, akar a hagyomanyos iteracids eljarassal a legkisebb négyzetek
modszere szerint, hiszen biztosak lehetiink abban, hogy kiegyenlités konvergalni fog mivel
nem lesz durva hibaval terhelt pont és az ismeretlenck kezdd értékei szinte megegyeznek a
pontos értékekkel.

A forgatasi matrix meghatarozasa kiegyenlitéssel

A kiils6 tajékozasi elemek meghatdrozasahoz hozza tartozik a képsik tajékozasat meghatarozo
p,0,x forgatdsi szogek meghatirozdsa is. Miutan megkaptuk a vetitési kozéppontok
kiegyenlitett koordinatéit, a forgatasi szogek kiegyenlitett értékeit mar jol ismert algoritmus
szerint szamithatjuk [3].



Ezek utdn kovessiik végig egy szampéldan a teljes folyamatot. A kiinduld adatokat az 1.

tablazatban adjuk meg:
Ck=75.00
Pontok széma: 4

Psz X vy X Y Z

11 -14.99085 71.32913 0.200 1400.000 0.200
12 40.44218 71.30058 550.000 1400.000 3.000
27 -14.34352 -68.94081 0.200 1.200 0.200
28 40.35546 -68.87416 550.000 0.200 6.000

Hibas pont: 27 &y =+1.0m (egyértelmdi durva hiba)
1. tébléazat

Az (7) képletek felhasznalasaval a hatrametszés megoldasait minden kombinécidban a 2.
tablazat tartalmazza:

11-12-27 11-12-28 11-27-28 12-27-28
x1 37.5073012819 1.0652233597 0.9992761608 0.9380892
X2 -2.9286934357 0.6852508069 0.8682375245 0.3984374
x3 1.2434822404 0.0176218316 0.0111272638 -0.3630822
x4 1.0653330967 0.0612495039 0.0105490871 -0.9802293
Xp -12.786 140.000 138.492 138.
Xp -12.709 147.0614 154.273 154.
Xp 139.795 558.489 -12.618 558.
Xp 147.419 558.536 -12.462 558.
Yp 1401.127 700.000 700.046 700.
Yp 1401.127 696.795 700.046 697.
Yp 699.522 1401.840 0.089 -1.
Yp 699.522 1401.821 0.089 -1.
Zp 7.634 750.000 749.725 749
Zp -7.366 -745.130 -746.241 -748.
Zp 749.483 7.621 7.451 10.
Zp -747.622 -1.542 -7.320 1.
n 37.507301 1.065223 0.999276 0.938
n 37.507301 1.065223 0.999276 0.938
n 1.065333 0.017622 0.010549 0.398
n 1.065333 0.017622 0.010549 0.398
m 93.301223 1.063139 1.063977 0.998
m 93.301223 1.063139 1.063977 0.998
m 0.998592 2.510410 0.401875 0.007
m 0.998592 2.510410 0.401875 0.007

Jelolések:
X1l,x2,x3,x4 : negyedfokt egyenlet gydkei
Xp,Yp, Zp : vetitési kozéppont koordindtéai

n,m : méretarany tényezdk

2. téblazat

013
663
110
460

705
503
580
679

590
380
646
666

.286

789
759
431

089
089
437
437

725
725
123
123



A megoldasok koziil kivalasztjuk azokat, melyek szerint a megoldasok kozotti eltérések,
melyeket javitasnak tekintlink, négyzetdsszege minimalis:

1 xp= 139.795 yp= 699.522 zp= 749.483
2 Xp= 140.000 yp= 700.000 zp= 750.000
3 xp= 138.492 yp= 700.046 zp= 749.725
4 xp= 138.705 yp= 700.590 zp= 749.286

Minden megoldashoz tartozo F matrixot, a (8) szerint szamitva, a 3. tdblazat tartalmazza:

Elemi noévekmény: 0.005 mm

1
0.0025 0.0148 -0.0027 -0.0128 0.0025 0.0148
0.0292 0.0005 -0.0248 0.0143 0.0292 0.0005
0.0005 0.0027 0.0005 0.0024 0.0005 0.0027
2
-0.0075 0.0127 0.0074 -0.0185 -0.0075 0.0127
0.0279 0.0058 -0.0275 0.0102 0.0279 0.0058
-0.0041 0.0070 0.0014 -0.0034 -0.0041 0.0070
3
0.0100 0.0021 0.0026 -0.0153 0.0100 0.0021
0.0046 -0.0046 -0.0296 0.0003 0.0046 -0.0046
-0.0009 0.0051 0.0005 -0.0028 -0.0009 0.0051
4

0.0100 -0.0058 -0.0075 -0.0132 0.0100 -0.0058
0.0006 -0.0060 -0.0283 0.0058 .0006 -0.0060
0.0028 0.0036 -0.0041 -0.0073 0.0028 0.0036

o

3. tablazat

A megoldéasokhoz tartoz6 sulymatrixok elemeit (10) szerint szdmitva a 4. tablazat
tartalmazza:

1

0.0020 0.0001 -0.0050
.0001 0.0004 -0.0013
-0.0050 -0.0013 0.0630

(@]

0.0069 0.0006 -0.0139
0.0006 0.0005 -0.0005
-0.0139 -0.0005 0.0361

0.0024 -0.0001 -0.0020
-0.0001 0.0011 0.0014
-0.0020 0.0014 0.0197

0.0035 -0.0007 -0.0042
-0.0007 0.0012 0.0005
-0.0042 0.0005 0.0140

4. tablazat

10




A vetitési kdzéppont kiegyenlitett koordinataira (12) szerint a kovetkezd értékeket kapjuk:
xp= 139.009 m

yp= 700.449 m
zp= 749.530 m

A sulyegység kozéphibaja (14) szerint szamitva mo = 0.025 értéknek adodik.
Az ismeretlenekhez tartozo kozéphibéak (15) szerint szamitva:

mx= 0.252 m
my= 0.438 m
mz= 0.084 m

Az ismeretlenekhez tartozo kozéphibék a kiegyenlités eldtt becsléssel (16) szerint

szamithatjuk:

mx~= 0.025 m
my~= 0.037 m
mz~= 0.008 m

A nullhipotézis (17) szerint felallitott statisztikai értékre Ft=9.28 adodik.

F statisztikai értékeire koordinatanként (18) szerint ugyanakkor szamitassal a kdvetkezd

értekeket kapjuk:

Fx= 8.84 < Ft
Fy= 12.81 > Ft
Fz= 9.31 > Ft

Kovetkeztetésként megallapithatjuk, hogy az Y és Z koordinatanal nem teljesiilt a
nullhipotézis, tehat a kiegyenlitést durva hiba terheli.

Osszefoglalas:

Jelen cikk alternativ megoldast ad egy kozvetlen, analitikus modszerrel végzett kiegyenlitési
eljarasra. Bizonyithato, hogy az ily modon végzett kiegyenlités végeredménye egyenértéki a
legkisebb négyzetek modszerével kapott értékekkel.

A mddszere hatranyanak tekinthetd a kombinatorikai robbanasbol ad6dé nagy szamitasigény,

melyet viszont tovabbi kutatdsok sordn remélhetdleg egy optimalizalt algoritmussal
minimadlisra lehet majd csdkkenteni.
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